Ideas de los problemas
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1. Es 3 semejanz ridngulos. (I = —2
sto es semejanza de tridngulos. (I 3\/§+1)

2. Elijo dos puntos cualesquiera, me fijo en la circunferencia con centro el
centro de la esfera y que pasa por ambos puntos. Por el principio del palomar de
los otros tres puntos al menos dos caeran en la misma semicircunferencia cerrada.

3. Sea T el triangulo de mayor area, considera una homotecia de centro el
baricentro y razéon —2. Esta claro que ningin punto queda fuera de este nuevo
tridngulo.

4. Por AM-HM 6 CBS {1
-+ =>4
a b

Se sigue el aserto, la igualdad se da cuando a = % =b.

5. Por la desigualdad generalizada de las medias queda LHS > 1g;0. Ya
sabemos cuando hay igualdad ;)

6. Supongamos que existe un tal polinomio. Considerando Q(z) := P(x —
k) — 5, también monico con coeficientes enteros, y aplicando lo que sabemos
de polinomios con coeficientes enteros tenemos que {a, b, c,d} = {—3,—1,1,3}.
Tenemos que Q(z) = (z* — 1022 + 9)C(x), con C € Z[x] por ser el divisor
moénico. Pero entonces 3 = Q(0) = 9C(0), contradiccidn.

7. Por CBS queda

(4+y+14+2+1)2(14+2+43)2 >V +/2y+2+V32+3
).

8. Supongamos contradictoriamente que es imposible y elijamos una config-
uracién con el maximo de habitaciones buenas. Consideremos una habitacién
mala, elijamos una bombilla cualquiera b; y mientras podamos creamos recursi-
vamente una cadena de bombillas by, b, b3, ... tal que bg;_1 v ba; son hermanas
a través del interruptor i y bej y boj41 son bombillas de distinto color en sus

Luego v/30 es el maximo, que se alcanza en (z,y,z) = (%,
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respectivas habitaciones, la habitacién j.

En cada paso todas las bombillas de la habitacién j menos by; son de
color contrario a esta, mientras no repitamos habitacion, pues si no en tal mo-
mento pulsando los interruptores 1,...,j tenemos mas habitaciones buenas,
contradiccién.

Luego seguimos anadiendo habitaciones hasta que no podamos anadir mas,
en tal momento o bien tenemos una cadena de habitaciones distintas tales que
la primera y la 1ltima no estan, y entonces al pulsar todos los interruptores
anadimos dos habitaciones buenas (o una si es la misma habitacién) o bien en-
tramos en algin momento en una habitacién en la que ya hemos estado, como
hemos entrado por hermandad se sigue que hemos entrado en esta habitacion
con un color distinto y la cadena acaba aqui. Igualmente pulsamos todos los
interruptores y ya estd, anadimos una habitacion.

9. Hay 10'® combinaciones (a,b,c) en las condiciones del enunciado si
anadimos que a, b, c > 0. Sus valores estan entre 0 y (106 —1)(14+/24+/3), que
es menor que 5 x 108. Luego habra dos de ellas a una distancia de % x 1071,
Su diferencia es una combinacién que cumple el aserto.

10. Equivalente a 43 x 47(a + b) = 3ab. Gracias a la simetria dividimos por
casos:

e a=2021r
Entonces 2021r + b = 3br, de donde r|b y por tanto b = rk. Queda
2021 = (3r — 1)k. De donde (r, k) = (674,1) o (16,43).

e a=43ry b=47s

Entonces 43r + 47s = 3rs, y s|43r, de donde s|r, pues si no es el caso
anterior, y entonces r = sk. Queda 43k + 47 = 3sk, de donde k|47 y
entonces k = 1, pues si no es andlogo al caso anterior. Queda r = 30 = s.

Y las soluciones son pues (a, b) = (2021 x 674,674), (2021 x 16,43 x 16), (43 x
30,47 x 30). Ahora si pensamos en la condicién a < b y le damos la vuelta si es
necesario.

11. Supongamos que no. Entonces considerando una triangulacién cualquiera
del plano por triangulos equilateros de lado 1 vemos que dos puntos cualesquiera
a distancia 3 habrian de ser del mismo color. Contradiccién pues las circunfer-
encias de radio 3 con centro en (0,0) y (1,0) se cortan.

12. Sea P(z,y) el aserto
F@® +y) = f(f(z) —y) + 4f (@)y
Entonces P(x, —x2) y P(z, f(2)) nos dan
f@)(f(@) —a*) =0



e Caso 1. Siexiste a # 0 tal que f(a) =0
Sea x ¢ {0,a?} tal que f(z) # 0, entonces P(a, —z) no se verifica.

Pero entonces f(—2a) = 0 y por el mismo razonamiento si z ¢ {0, 4a*} tal
que f(x) # 0, entonces P(a, —x) no se verifica. Luego f(a?) = 0 también.

Y queda como solucién
e Caso 2. Entonces

13. Queremos ver la primera cifra en la siguiente cadena
52019 _, 52018 _, . £2 _, 5l

Dividir entre 5 es multiplicar por 2 y eliminar la dltima cifra, vamos a partir
esta cadena en pequenas cadenas que empiezan por el digito 1.

Veamos que hay dos cadenas posibles de primeras cifras que se obtienen al
multiplicar por 2:”
Cl1:1—-2,3—-5,6,7—=1

C2:1-2—-4—-89—1

Cada C1 tiene longitud 3 y baja 2 digitos, cada C2 tiene longitud 4 y
baja 3 digitos. Tenemos 3C1 + 4C2 = 2019 y 2C1 + 3C2 = 1412. Luego
C14 C2=2019 — 1412 = 607 es la cantidad de unos.

14. Observando la igualdad en Z, queda que n = 2m. Tenemos que
34 < 34 12m? 47 <3P 42 x 37 4 1 = (37 4+ 1)?
donde la desigualdad no estricta se da pues
2m?® +1 < 3¥ !
para m € N. La expresion solo es un cuadrado en el caso de igualdad, n = 2.
15. Operando

= ged(an, ant1)

= ged(n? +10,n? + 2n + 11)
=ged(n? +10,2n + 1)

= ged(2n? + 20,2n + 1)

= ged(—n +20,2n + 1)

= ged(n —20,41) € {1,41}



El mayor valor es 41, se alcanza para cualquier niimero que sea 20 en Zy;.

16. Sea t := x —y. Queda 2(t +y)? + (t + y) = 3y?> + y y operando
t2t+4y+1) =19°

Ademsds

ged(t, 2t + 4y + 1) = ged(t, 4y + 1) =1
donde la tultima igualdad se da pues si un primo divide a ¢ también divide a y
y no dividird por tanto a 4y + 1.

Luego tenemos que t y 2t + 4y 4+ 1 son cuadrados perfectos. Para la tltima
consideremos t = 12, 2t + 4y + 1 = s entonces y = rs y es facil ver que
(r+s)?=1r%+2rs+s%=3t+6y+ 1.

17. Pensemos en la sucesion médulo N y fijémonos en los pares

(FOaF1)7(F17F2)7~-~7<F77,;Fn+1);-~-

Como la cantidad de pares posibles es finita tal sucesién tendrd dos elementos
iguales, digamos (Fy, Fut1) = (Fp, Fp41) con a < b, tirando hacia atrds obten-
emos Fy = Fy_,.

18. Sea P(z,y) el aserto
(@ +y*)f(yf (@) = 2y f(y* + [ (x))
P(1,0) nos da f(0) = 0.

e Caso 1. Existe a € R\ {0} tal que f(a) = 0.
Sea x > 0. Entonces P(a,/x) da f(z) = 0.

— Caso 1.1. Existe b > 0 tal que f(—b) > 0.

—b
Entonces P(—b, W) da

y queda f(—b) = v/b.

Pero entonces sea —b # x < 0 entonces P(—b, ﬁ) da
f(x) =0

Y es facil comprobar que la aplicacién

{\/5, siz=-b

J(@) = 0, sixz#-b

es solucion al problema.



— Caso 1.2. Existe b > 0 tal que f(—b) < 0.

b
Entonces P(—b, m) da

b

y queda f(—b) = —/b.
Pero sea —b # x < 0 entonces P(—b, %) da

luego P(—b da

—X
9 W)
Y es facil comprobar que la aplicacién

_ —Vb, siz=-b
f(x)_{o, six £ —b

es solucion al problema.

— Caso 1.3. No existe b > 0 tal que f(—b) # 0.
Y es facil comprobar que la aplicacién

flx)=0
es solucion al problema.

Caso 2. No existe a € R\ {0} tal que f(a) =0.
Sea x > 0. Entonces P(—z,+/z) da

fle+f(=2)) =0
Y queda f(—z) = —z. Luego P(—(2? + 1),z + 1) da f(z) = =.

Y es facil comprobar que la aplicacién
fla)=x

es solucién al problema.



